Examen de fin d’études secondaires 2013 — Mathématiques (sections E, F, G) —~ Corrigé

Exercicel (6 points)

Résoudre le systéme (S) suivant, puis indiquer 'ensemble des solutions et donner une interprétation
géométrique du résultat :
5x+3y—4z=-1
$)={ x+y+2z=5
—2x—y+3z=3

Par Substitution

(Sx +3y —4z= -1
{ x+y+2z=5

\—2x—y+3z=3
(5x+3y —4z= -1
@ x=-y—2z+5
\—2x—y+3z=3

{5(—y—22+5)+3y—4z=—1

o x=-y—2z+5
-2(-y—2z+5)-y+3z=3

2y — 14z + 25 = —1

e x=—-y—2z+5
y+7z—-10=3
—2y—14z+25=-1

4:»{ =—-y-2z+5
y=-7z+13
—2(-7z+13) — 14z + 25 = ~1
@{ x=~(-7z+13)—-2z+5
y=-7z+13
( —1=-1
! x=5z-8
Ay=—7Z+13
( x=5z-8
Sy =-7z+13
\ Zzestlibre

Méthode du pivot de Gauss
Ecriture simplifiée du systéme (S) :

5 3 _4’ —1 Ll g L1 - SLZ
1 1 2 5 L, - L,
L3 hd L3 + 2L2

1/1 2|5 L~ L, Ly
0 1 7|13 Ly Ly

0 0 0 0  équation auxiliaire vérifiée

1,0 -5|-8
0 177 |13

Le systétme (§) est équivalent au systéme
suivant:

x —5z=-8
(5)@{y+7z=13
z est libre

x=5z~-8
& {y=-7z+13
z est libre

.En posant: z = y avecy € R, le systéeme (§) s’écrit :

x=5y—-8
S e {y =-7y+13 (y€R) Cip
z=y
D’ou ensemble des solutions : § = {(5y — 8; -7y + 13;y), Y € R} ?“0‘:5?’\
Interprétation géométrique :
L'intersection de ces trois plans est une droite passant par le point A(—8; 13; 0) et de vecteur
. 1,5p

5
directeur | -7 |.-

1
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Exercice 2

(3+3+3=9 points)

Dans un repére orthonormé (0 A _) de I'espace, on considére les points A(2; 0; —1) et B(—1; 3; 2)

x=3—a+2p
ainsi que le p|an 7 vérifiant les équations paramétriques : y= 2a - (a,B €R).
z=1—-3a+p
1) Déterminer une équation cartésienne du plan .
Méthode 1 - Méthode 2

Eliminons les paramétres réels a et B :

Za—ﬁ' =y L,

—3a+ﬂ=z—1 L3—’L3+Lz

3a =x+2y-3 L,
@{Za—ﬁ = y L,

—-a =y+z—-1 L3—)3L3

3a =x+2y—-3 |Li>L +1L;
e{2a-p = y L,

—3a =3y+3z—-3 I3

0 =x+5y+3z-6

4:){ 2a—-f = y

-3a = 3y+3z-3

D’ol une équation cartésienne du plan 1 :

T=x+5y+3z-6=0 &p.

7 est le plan passant par le point P(3; 0; 1) £t de vecteurs
directeurs u(—1;2; —3) et #(2; —-1; 1)

M(x;y;2) € m & PM, i et $font coplanaires

& det(PM; ;) =0

Sx+57+3z2-6=0

D’oyyune équation cartésienne du plan t :

=x+5y+3z-6=0

parAetB.

2) Déterminer une-équation-vecterielle-et un systeme d’équations paramétriques de la droite d passant

M(x;y;z) €ed = (AB)
e 3keRtelqueAM = k- AB
x—2= -3k x=2-3k
@{ y = 3k @{y 3k

z+1= 3k =—-143k

lo.

| 3) Déterminer les coordonnées du point d’intersection I de la droite d avec le plan .

Les coordonnées d’un point commun I doivent vérifier les équations de d et de m.

x+5y+3z-6=0

©(2-3k)+5-3k+3-(-1+3k)-6=

©2—-3k+15k-3+9% —-6=0
& 21k-7=0

1
S K==
k 3

Donc :
0 x=2-3.1
. 3 x=1
y=3-3 :{y:l
z=-143.2 250
3
is | etdnm = {1}, avecI(1;1;0) i
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Exercice 3 | ((2+4)+(1+3)=10 points)

Une urne contient 12 boules, toutes discernables : 3 rouges, 4 bleues et 5 blanches.

1) On tire $imultanément 5 boules au hasard.
a) Combien de tirages comportent exactement 3 boules bleues ?
b) Combien de tirages comportent au moins 2 boules rouges ?

a) Exactement3boulesbleues: €3 -C3=4-28=112
3 bTe-:les
b) Au moins 2 boules rouges : c3-c3+C3-C3=3-84+1-36=288 X'y
C3-Co 1G5
2R ou 3R
Alternative : C — (cg €5 +C}- cg) =792 —(1-126 — 3-126) = 288
el A
OR 1R

2) On tire successivement, avec remise, 4 boules au hasard.
~a) Combien y-a-t-il de tirages possibles ?

b) Combien de tirages comportent des boules qui sont toutes de la méme couleur ?
a) Nombre de tirages possibles: 12% = 20736 1”

b) Il estimpossible de tirer quatre boules rouges. On peut donc tirer soit quatre boules bleues, soit
quatre boules blanches : 4* + 5% =256+625=881 3

4 bmes ::Jx 4 bl;;::hes

Exercice 4 ‘ (7+4=11 points)

1) Résoudre dans R I'équation suivante : In(2x2 + x) — %ln 16 =2In(1 — x)
-X
2) Résoudre dans R I'inéquation suivante : z

(ex+2)2 S e7-2x

2) 1 e

1)
(ex+2)2 S o

1
In(2x% + x) — Eln 16 = 2In(1 —x)

Conditions d’existence :

(vxeD=R):
2x24+x>0et1-x>0 1 %
ox-2x+1)>0etl<x (ex*2)2 = e7-2x
S x€ (]—00; —-%[ v ]o; +00[) et x € ]—oo; 1] & (e 2 < e*. o2
o e-z-(x+2) < e~ Xx+2x-7
(VxeD=]-oo;—§[u]o;1[); T &-2-(x+2)<-x+2x-7

1 o -2x~4<x-7
In(2x2 + x) —-Eln 16 = 2In(1 — x)

<3< 3x
1
& In(22? + x) = 5In 16 + 2In(1 - x) elsx |
S = [1; +oo[ x

& In(2x2 + x) = InV16 + In(1 — x)?
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& In(2x% + x) = In4 + In(1 — x)?
e In(2x2 +x) =Inf4- (1 - x)?]
& 22y x=4.(1-x)?

& 2x2 + x = 4 — 8x + 4x?

& 2x2-9x+4=0

A=81—-4-2-4=49=7?

oy =27 =37
r=7% 0 I
1
Sx==- ou x=4
2 éb
€D
Exercice 5 (2+5=7 points)
2x —
Soit la fonction f définie par:  f(x) =1In (1x 4)

1) Déterminer le domaine de définition ette-demeine-de-dérivabilité-de la fonction f.
2) Etablir une équation de la tangente 3 la courbe Crde f au point d’abscisse 1,

1) fG)=mn(Z3)

1-3x

2) (‘c;'x € dom f'):

: 1 2x-4\'
Conditions d’existence : f'lix)= = (1—:;;
1-3x
o -t >0 et x %= 1-3x (1-3x)-2—(2x—4)-(—3)
1-3x 3 = . v
2x-4 (1-3x)?
1 — 1-3x 2—-6x+6x—-12
* = 3 z to T x-a T (-3
2x—4 - - 0 + _1-3x _-10
T 2x-4 (1-3x)2
1-3x + 0 - -
_ -0
e - 1+ 0 - = @-9a-39 3P
1-3x
1 Ona:f(1)=In() =0et f/(1)="22=_2
dom f = ]5-; 2[ 4 2
 2p ' | équation de la tangente au point d’abscisse 0 :
y=f 1 -x-1)+f
=>y=—§(x——1)+0
5 5 e
= - - N © 2
ey tad + 3 S2p
Exercice 6 (4+5=9 points)
Calculer les-primitessuivantes ™
3x )
1) =2 & sur ]1; +oo[

2) I(Z —-4x)-e > dx surR
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1) [2Z dx

1-x2

_ 1 —2x

a (_5) 1-x? dx
3 —2x

2] 12 ™

3 .
=——Eln|1—x2|+k ,keR

) ES
2) f(2—4x)-e %* gdx IPP avec :
1 1 _ ' =2 - 4 - —
=(2—4x)-(—-2-e 2x)_j__4.(__2_e Zx)dx u(x) =2-4x = u'(x) 41
vVx)=e ¥ =2 pix)=-—-e ¥
=(2x—1)-e‘2"—2fe'2xdx 2
— —1).0-2x _o . (_1_-2
=Qx—-1)-e™%* -2 ( Se ")+k,kER
=@2x-1)-e ¥ +e*+k ,keR
=e?*.2x-1+1)+k ,keR
=2x.e—2x+k'keR Sp

Exercice 7

(3+5=8 points)

Dans un repére orthonormé du plan, on considére :

¢ la parabole P représentant la fonction f définie par: f(x) = —x2 — 2x + 5,

¢ ladroite d représentant la fonction g définie par: g(x) = 1 — 2x.
1) Calculer les coordonnées des points d’intersections de la parabole P avec la droite d. ;
1) Calculer I'aire de la partie du plan délimitée par la parabole P et la droite d (vateur-exaste—et-

valeurapprociie ¥ t0~29a-prag).
1) Intersection de la parabole P avec la 2) Six€e[-2;2],ona:f(x) = g(x)etdonc:
droite d : 2
A= (f(x) - g(x))dx
f(x)=g(x) f—z(

& —x2—-2x+5=1-2x
@xt—-4=0
©ox+2)(x-2)=0

©x=-2o0ux=2 2
Donc:P nd = {A; B},

avec A(—2;g(-2)) = A(-2;5)
et B(29(2)=B(2;-3) 1
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1
= [—§x3 + 4x]

2
f (—x%2-2x+5—-(1-2x))dx
-2

2

f (—x% +4) dx
-2 -

2

-2

E I WS

_16_ 16

3 3

32
=3 wa.~ 10,67 u.a. . Sp
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