Examen de fin d’études secondaires 2018 — Mathématiques Il — Corrigé

Corrigé de I’épreuve écrite en Mathématiques Il

Question 1

(1)

2)

a) dom f, =dom, f, =R’
b) Etude en 0 :

. . m
lim £, (x)=1lim x — — —(m+1)Inx .
0" 205X Calcul a part :
—>+0 o 1
. CInx oo, .
. 1 limxlnx=1lim— % lim—2*-=1lim-x=0
=lm-—|m+ (m + 1) xInx x—0" oot 1 H x-0" 1 x—0*
x=0"  x =i - -
_::OC voir c. & p- X X
—>m>0
= —00 = AV. X = 0
b) Etude en +oo :
) ) m
lim f, (x) =lim x ———(m+1)lnx
X—>+0 x—>t0 X
ot Y, T
—>+0
—0
Calcul a part :
-
. Inx .oInx & 1
=lim x| 1-(m+1) — lim—— £ lim—=0
X—>+0 X x>+ x H x>+ x
—
—0
voir ¢. a p.
-1

=+0 = pas d'A.H.

) X ) m Inx
lim M= lim 1———(m+1)—=1
X—>+x0 x X—>+00 x2 x

[

-0 —0 voir c. a. p.

lim f, (x)—x = lim =2 (m+1)lnx = —o
xX—>+0 X—>+00 H_)/C_‘ \

—>+0
—0

Donc : pas d’A.O.D mais une B.P.D. de direction asymptotique y = x.

a) dom f, '=R’

. m m+l xX*+m—-(m+Dx x*—(m+Dx+m
f'(x)=14+—~ = > = 3
X X X X

On détermine les racines du trindme au numérateur :
A=(m+1) —4m=(m—-1)*>0
m+1—-(m-1) m+l+m-—1
=———=1, 5, =————=m

2 2
Si m=1, 1l y a une racine double (x, = x, =1), sinon les deux racines sont distinctes.

Dans tous les cas :

= 2=Dlemm)
X

1/8



3)

Examen de fin d’études secondaires 2018 — Mathématiques Il — Corrigé

b)1¢cas:|0<m<]1

X 0 m 1 +00
S (%) [ + 0 - 0 +
I S (m) +00
() / I—m /
) :: —o0 (max) \ (min)

Maximum : f, (m)=m—1-(m+1)Inm
(Le point d’abscisse 1 est un minimum (relatif).)

2¢ cas:

X 0
Ju'(X) [ + 0 +

[ 00
L@ |0 —

Le point d’abscisse 1 est un point d’inflexion a tangente horizontale.

3¢cas:

—_—

+00

|| =0

X 0 1 m +00
J'(x) | + 0 - 0 +

| I-m 400
S (%) [ / (max) S, (m) /

|| —o0 \ (min)

Minimum : f, (m)=m—1—-(m+1)Inm
(Le point d’abscisse 1 est un maximum (relatif).)

c)1cas:|0<m<1
Alors le minimum f, (1)=1-m >0, donc le maximum f, (m)>0. D’aprés le théoreme des

valeurs intermédiaires il y a 1 racine dans ]0,m[ . Il n’y a pas de racine dans [m,+oo[ .

2¢cas :

f, est strictement croissante et donc 1 est la seule racine de la fonction.

3¢cas:

Alors le maximum f, (1)=1-m <0, donc le minimum f (m)<0. D’aprés le théoreme des

m

valeurs intermédiaires il y a 1 racine dans ]m,+oo[ . Il n’y a pas de racine dans ]0,m].

En résumé : f admet toujours une seule racine, pour tout m>0.
"n__ *
domf "=}

feo=(1e 22
X X

2m (m+1) (m+1)x—2m
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[ (x)=0x= >0
2
X 0 =l +00
m+1
S ") |l - 0 +
I m Point T
G : : l d’inflexion U

Représentation graphique de f,

AV3

2

Gs
1

Point d’inflexion : é,f3 32 i;—l—4lné ~(1,5;-2,12)
2 2 2 2 2

Minimum : (3; £,(3))=(3; 2-4In3)~(3;-2,4)
Maximum : (1, £;(1)) = (1,-2)

La tangente ¢ a comme équation y =-2.
3 13

Comme f,(4)=4 e 4In4 = Vi 8In2~-2,3<-2, G, se situe en dessous de la tangente ¢

sur [1,4] et I’aire de la partie cherchée est :

4
A= [ (2= fi(x))dx
Calcul a part :

:J~14(_2_x+%+4lnx)dx Ilnxdx

4 1

:{—2x—%x2+3lnx+4xlnx—4x} :xlnx—I/-;dx
1
4 =xlnx—x+k, sur R}

= {—6x—%x2 +3lnx+4xlnx}

1

ILP.P:
u(x)=Inx
v'(x)=1

u'(x) =§

v(x)=x

=—24—8+31n4+16ln4+6+%

= —%+19ln4 ~ 0,84 u.a.
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Question 2

(1)

)

)

4

©)

lim ————

x—0"

X —

2 x—0"
ex

lim f(x)= lim <

x>+

X—>+00

dom f'=R,

(Vx e]O,+OO[) f'(x)=

S0 £(0) _
0

3
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1 ., . 3 1
- 1,02 2
— = lim—2 = lim —

ot = H  x-0" — oy x—0" - +00
ex ex (—x ) 2e*

lim /()

—=—lim

2 x—0* \/;

1

x—0"

e

X

X

=0 d'apres (1)

—_—
f(x)

Donc f'(0)=0 et G, admet en (0,0) une demi-tangente horizontale. dom f/'=R .

X

" 1 "
—+00

1 1
S —
e x Nx—e ',

= — =0,donc AHD.:y=0.

1 1
e *(2x"' =1) e *(2-x)

Comme lim f(x)= f(0), festcontinue en 0 et dom_ /=R,
x—0"

et 1'(0)=0 d’apres la question (2)

2x\/;

2x2\/;

X 0 2 +00
J'(x) 0 + 0
1
oy | e T
(m) M) 0

Comme f'est continue sur R, on a d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires et le tableau

des variations ci-dessus :

1
_ 0 +00
a 00 \/Z
Nombre de sol.
de f(x)=a 0 1 2 1
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Question 3

(1) log,[5-2"=3=-2x-1 (D)
2

2)

CE.:52"-3#20<2" #1e x#log,(2), donc dom=R\{log, ()}

(Vx € dom) D |5-2x —3| < (%j—h—l = |5.2" _3| <2 oy |5.2x _3| < ng
>0

1 ca : 5:2°=3>0< x>log,(2) P cad: 5:2"-3<0< x<log,(2)
Alors: (I)<5-2* -3<2.2* Alors : (I) & —5-2" +3<2.2%
Posons y=2": Posons y=2":

5y-3<2y’ —5y+3<2y’

&2y =5y+3>0 &2y +5y-3>0

< (y-1)(2y-3)=0 < (y+3)(2y-1)20

< y<louy=2 < y<-3ouyx1
Onrevienta x : Onrevient a x :
2"<lou2"23 %&ouz"zg

< x<0oux=>log,(3) o r>—1

S, =Jlog, (2),0]U[log, (2), 4+ S, = [Liog, ()1

Donc : §=5,US, =([-1,0]\{log, (3)})Ulog, (%), +o[ .

Remarque : Une solution alternative consiste a écrire : (I) & —2-2* <5.2" -3<2.2%,

log,, (erl]Hog2 (x—1)=
) X 2

4 5

1
— (E
5 (E)
x*+1

CkE.:a) x+l>0<:>
X X

(=)
log,| x+—
5 x

>0 x>0 etb) x—1>0< x>1, donc: dom =]l,+o0] .

2 1
(Vxedom) (E)<:>5—+log2 (x—l)zl <:>(x—1)2=—(x+—)
25 < 2 5 X
oz | 7 5 2x 2
3 <:>x2—2x+1:—x+—/-5x
L Ui N=l /2 o
eoglog| )l (x=)=5 & 5x —10x> +5x = 2x> 42
2 1 S50 —12x° +5x-2=0
<:>210g2(x—1)=10g2(§j+logz(x+—j me
5 5 5
2 1
<log, (x=1) =log, 2| x+—
2 (x~1) gis( xj

On remarque que p(2)=0. Le schéma de Horner conduit a : p(x)=(x— 2)(5x2 -2x+ 1)

Le discriminant du trindme entre parenthéses est: A=4—-20=—-16<0.Donc: S = {2} .
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Question 4

(1)

)

Signe de p(x) :

X —00 1 2 +00
x—1 - 0 + + +
_ 4
(x-2) + + + 0 +
p(x) - 0 + 0 +

Calcul d’une primitive de p(x):
P(x)=[(x=1)(x=2)"dx  (poser:u=x-2¢> x=u+2, dr=du)
= J.(u+1)u4 du = I(us +u4)du
=Lu’+1u +k
=1(x-2)" +1(x-2) +k, sur R
Pour le calcul de I’aire, on choisit £ =0
A= —J‘Olp(x)dx+.|.l3p(x)dx

=—P(1)+ P(0)+ P(3) - P(1)
= P(0)+ P(3)—2P(1)

<::>(y—%)2 =4-x’
Sy=tJ4-x"+1

Les points d’intersection de C et P sont situés sur le demi-cercle supérieur (voir figure et
remarque ci-dessous). Déterminons les abscisses de ces points d’intersection :

oxP=2o0ux’=-4
H_/

impossible

<:>x:i\/§

(Remarque : L’équation —V4—x* +1=-"Lx"+

1
P 2
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b) Par symétrie le volume cherché est :
V= 2nj-ﬁ(\/4 —x +%)2 — (%xz +%)2 dx
—ZTCJ. (4 x2+\d—x +%—%x4 jzxz—%)dx

- 2nj0 (4 ~(1+2)2?

—1x +\/4—x2)dx

5
= 2n[4x —~ %(1 + %) X’ =’ 1)2 +2m(%+1) (voir calcul & part ci-dessous)

=812 —

2

=81 \/__4_*/7“_ﬂ_4\/7“

, 2T 88\/771
+—+ uv
3 15

4l ).
3

NGY:
5 +

2n(£+1]
2

+27

Calcul a part :

Ioﬁ V4 - x"dx On pose :
N x=2sint, dx=2costdt
:j“ N4 —4sin*t -2costdt
0 X 0 2
= 4.|.0Z cos’tdt (car\1-sin’t = |cost| = g)/S_Jt) ! 0 ]
>0
= ZJ-OZ(1+ cos(2t))ds
=2[t+4sin(20)]}
=Z2+1
Question 5 PP
1 u(x) = Arctan(2x) u'(x)= 2 >
J.(x+1)Arctan(2x)dx I+4x
2 v'(x)=x+1 v(x)=lx2+x
= —x"+x Arctan(Zx)—I al +2§ 2
2 1+4x
(1, 2x x4+l 1
=g Jaretan(20)- [ e [ e [
= %x2+x Arctan(2x)—%ln(1+4x2)—J.%dx+éArctan(2x)+k

= lx2 +x+lerctan(2x)—lln(l+4x2)—£+k, sur R
2 8 4 4
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(2)
1
[———dx LP.P.:
cos” xsinx
tanx [ cosx sinx f(x)= f,(x):_c.oséx
=— +I 5 dx sin x sin” x
sinx ?sin’x cosx
1 x)= x)=tanx
= +I —dx g'(x)= cos’ x &)
cosx °sinx

= ! + _[ ! 2 dr
Cos.x 2 J"/t[ Poser :
J/%‘(

X
t=tan— < x =2 Arctant

+.[ dt
COSX 2
{ =——dt
= —+1Inft+k I+1
COSXx

+Intan > + k, sur ]O,E[
cosx 2 2

Solution alternative :

1
Jeor vy &
cos” xsinx
cos’ x +sin’ x
_j—dx

COS XxSInx

=J~[ 1, szx)dx
sinx cos’x
1
dx + =...

I sin x COSX
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