Corrigé 1% CD mathématiques 2

Théorie: (2+2 = 4 points)

Démontrez:

1. Va € Rf\{1} et Vx € R: (log,(x))' =

xln(a)
2. Va€eRI\{1}etvx € R: (@) =a*"In(a)
voir EM66

Exercice 1: (6+7 = 13 points)

Résolvez I'équation et I'inéquation ci-dessous, en précisant les conditions d'existence.

s (%)x"‘;TSx: C.E.:27% # O toujoursvrai Dy = R

©2%-15.2¥-2=0 |-2*>0

& 20 —15-22% - 2.2% =0 posons y = 2%

& —-15:y2-2:-y+1=0 A=(-2)?4+4-151=64>0
2+8

Y=g
1 1

Sy=g ouy=s -3
1 1

<::>2""=§ ou 2% = —gimpossiblecar2x>0

1
o 7% = 21082(3)
< x =log,(571) carexp; est une bijection

& x = —log,(5) S = {—log,(5)}

2
oot (log;(x)) +logs(x) — 8 > logs(x) + 4 CE:x>0 Dy=R?
3 3

; log1(x)
—12 -3 >0
(logl(x) + 103%("') 1 logi(3) —
3

2

2
(logﬂx)) +log1(x) — 12 +logi(x) = 0
3 3
) + 2logi(x) —12 =20 posons y = log1(x)
3 3

(log1(x)

©2:'y2+2:y-1220
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résolvons: 2:y?2+4+2:-y—-12=0 A=22+4:2:-12=100>0
—2410

Y= Sy==-30uy=2
Tableau des signes:
sl fal o
P

Sy<-3ouy=2

& logi(x) < -3 ou logi(x) = 2
3 3
1)2 12 — ; =
S X2 (E) oux < (—3-:) car log: est une bijection strictement décroissante
3

1
S x=27 ouxsa

en tenant comptedelaC.E.: S = ]0; %] U [27; +oo[

Exercice 2: (2+4 = 6 points)

Calculez les limites suivantes en justifiant.

—+00
S s

B
oot

g Bt
L el 0
3 x+3 2x—1 = i 7 2x-1
2 Jim () =t (145)
changement de variable: ii = ﬁ ex—-4=7yex=7y+4

donc six = +o0 alors y — 400

3 1\ 14y+7
= Jim (1+3)
= lim (1+—) lim (1+—)
b = y y—+co y
7
1 yy 14
= lim ((14——)) lim | 1+ -
y—+oco y y—+oo L}'/_,
=0
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Exercice 3: (5+4+3+2+2+3 = 19 points)

Réalisez I'étude compléte de la fonction suivante: f(x) = (x + 1)%- e2~*.

4

Déterminez les domaines de définition et de dérivabilité. Calculez les limites aux bornes

de ce domaine et étudiez le comportement asymptotique de la fonction f.
Df ='Ri= Df’ = Dfu

—+00 =400
3 i "oo-Q" . x24+2x+1 (H : 2x+2 (H :
lim (x+1)%-e27% FVe0< Jim 228 D jyy ZEE- iy 2 g
xX—+co ‘-——;—-f ‘-_-:a-* x—=+o e X—+oo € X—=+cw e
=+ —+co —+00 —+00
donc A.H.:y =0 en +o0
lim (x+1)?-e?>* =40
XF— 00—
—400 —=4co
; x : 1 =
lim £%9< jim (x+2-+--—)-ez *=—00
X——00 X X——00 X S’
e
——co

donc B.P. dans la direction de (Oy) en -0

Calculez la dérivée premiére et la dérivée seconde de la fonction f et leurs racines
respectives.
VXEDp:f'(x) = 2x+2)e*™ + (x + 1)2-e27% . (—1)

=e? 2x+2-x2—2x—1) = e?*. (1 - x?)
ff)=0e1-x*=0x=10oux= -1

Vx € Denr: f"(x) = €27+ (1 = x%) - (—1) + €*7* - (—2x)
=e? ™. (x2—-2x-1)

24242
o y = 2222

2
Sx=1—-V2oux=1++2 avecl —vV2 = —-04et1++2 = 2,4
Etablissez le tableau des variations de f.

X -0 =1 1-+2 1 142 +00
f'(x) = 0 + + 0 =
f"(x) - + 0 i 2 0

+oco /rmax -\
i) &X _;,J//FT/ e e

\min""

Déterminez les coordonnées (valeurs exactes) des extréma et des points d'inflexion
éventuels.
min: f(=1) = (-1 +1)?-e2 DV =9
max: f(1) = (1+1)%-e? ! = 4e = 10,87
Pl i f(1=V2) = (2= v2)" €2~ = (6 — 44/2)e™*V% = 3,84
et: f(1+v2) = (2++2)" - €20+ = (6 + 4yZ)e? V2 = 7,70
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5. Déterminez les coordonnées (valeurs exactes) des points d'intersection du graphe

cartésien de f avec les axes du repére.

axedesx: f(x) =0 (x+1)* =0 x = -1 donc A(-1;0)
axedesy: f(0) = (0+1)%-e?> % =¢e% =739 doncB(0;e?)

6. Représentez f graphiquement dans un repére orthonormé (unité: 1 cm).

tableau des valeurs:
X -2 -1 i 1 2 3

10

fix)  |54,60| 0,00 | 7,39 |10,87] 5,00 | 5,89

0,04

représentation graphique:

Exercice 4: (4+3+5 = 12 points)
Calculez les primitives suivantes:
3x=1
1, fﬁ_dx sur ]-5; 5[

3x—1

X
ﬁd’”jﬁd’“'

“fm f\/‘

|3 25 =2 -
——E '—1-*— T'C.S'ITL( )+Ct€
Z

= —3++/25—x2 — Arcsin (5) + cte
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. J@2x? = 1) In(2x) dx  sur ]0; +oo[
I.P.P.:

u(x) = In(2x) u'(x) == = i

Vi(x) = 2x% — 1 V=22 —x

f(2x2—1)-ln(2x)dx=ln(Zx)-(;x3—x)—f%-(z-x3—x) dx

3
=ln(2x)-(§-x3——x)—f(%-xz—l) dx

Z 2 a®
=ln(2x)--(§-x —x)-g-—§-+x+cte

2 2
=ln(Zx)-(g-x3—x)—§x3+x+cte

f 4x3—16x%+17x—4
x2—4x+4

dx sur]2;+oo[

en déterminant d'abord les coefficients a, b et c tels que:

i 2 e
b c ax (x—=22%+b-(x-2)+c
Sy Lo - = 2)2
ax® —4ax? + 4ax + bx — 2b + ¢
- (x = 2)?
ax® — 4ax? + (4a + b)x + (—2b + ¢)
5 (=2
ax3—4ax?+(4a+b)x+(~-2b+c)  4x3—16x%+17x—4
o (x-2)# 5 X2—4x+4
a=4 a=+4
4a4ib=ig' 4-4a+b4=17‘:> 2:1L . g;i
—2b+c=-4 \-2b+c=-4 \-2-14¢c=-4 \c=-2
ool
f4x3—16x2+17x—4dx:f4_x+ By -2 -
x% —4x + 4 x—2 (x—=2)2
=4fxdx+f : dx~2f—1——dx
x—2 (x —2)2
=4-§+ln(|x—2|)—2-(—x%)l+cte
=2-x2+In(jx-2|) + : + cte
X—g
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Exercice 5: (6 points)

Voici la représentation graphique de la fonction f(x) = e*: (1 — x2) dans un repére
orthonormé.

Calculez I'aire de |a surface coloriée sur la figure.

Déterminons d'abord une primitive de f(x):

[e* (1-x3) dx

I.P.P.;
ux)=1— x2 u'(x) = —2x
v'(x) = e* v(x) = e*

=(1-—x2)-e"—f—2x~e"dx

=(1'-x2)'ex+[2x-exdx

I.P.P.:
8(x) = 2x g'x)=2
h'(x) = e* h(x) = e*

=(1—x2)-ex+2x-ex——[2-exdx

=(1—-x2)-e*+2x-e*—2-e* +cte
= (—x%+2x—1)-e* + cte

Aire = — [TV f(x) dx + [1 f(x) dx

= —[(=x%+2x - 1) - e*]2} + [(—x® + 2x — 1) - e*]%,

==[(--1)?+2(-1D) -1 e = (-(-4)2+2(-4) - 1) - e74]
+[(-124+2:1-1)-e* = (—(-1)2+2(-1) - 1) - 7]

=—(—4-e7 1 +25e™) + (0 e+ 4e7?)

=4e"1 — 25e7* 4 4¢71

= 8e~' - 25¢* u.a.

= 2,49 u.a.
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