Mathématiques 2 (juin 2012)

xz-,/—ln(x) si 0<x<1

xt

1) On consideére la fonction f définie par f(x):
1-e* si x>1

a) Déterminer le domaine de définition de f . Etudier la continuité et la dérivabilité de fen x, =1.

b) Etudier I’existence d’asymptotes & la courbe représentative de f.

¢) Etudier le sens de variation de f et dresser un tableau de variation.

d) Etablir une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse.
e) Représenter graphiquement f dans un repere orthonormé du plan (unité : 2 cm).

Solution

a) Conditions d’existence : (x>0A-In(x)20AX<1)v (X’ #0Ax>1) e x>0
dom f =]0;+|

Continuité en 1

f(1)=1*-In\-In(1) =0

[ — 2 =

) 3 B ) e 2|
im0t oG -0 im0ty -le ¢
-1 T -1
—0*
Conclusion : f est continue en 1 car lim f (x)=lim f (x)=f (1)=0

x—1" x—1"
Dérivabilité en 1

f(x)-1 (1) 101

lim
Xx—1" X—=1 X1 X —
-0 =0
X1
~[x*y/=In(x) Clj_er

= lim = lim

X—1" X -1 x> | x =1
—_— —_—
—0 -0

_ i i
Zoor (x-1) 7o (x-1)
1
2% /—In(x) + x> — —x , x1
( ) 2 —In(X) - _x—2x(x—1)exz
= lim = lim x
Xx—1" 1 x—1*
—->-1
—x(4|n(x)+1) w_o| | =
= Iinlj = Iinl] —|-le*
= 2\/—In(x) oL X T
y —->-1
—0*
= —» = -1=f,'(1)

4p

3P
6P
2P
3P

Conclusion : f n’est pas dérivable en 1. C, admet une demi-tangente verticale & gauche en A(1]0) et

une demi-tangente oblique dont la pente vaut —1 a droite en A(1|0).
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b) Limites aux bornes du domaine de définition
lim f(x) lim f(x)

x—>0" X—>+0

= Iim~ —In(x) lim [ 1—[e™*

x—0" == X—>+00 ——
—0" M -1

[ A T

[
L) X400 X X—>+00 X2 X+ Y
2
X

Tl
<
L
o
e
—_

=0 g ~In(x)

Conclusions : [Le point O(0|0) est un point d’accumulation de C, (O(0]0)¢C, . Pour tout £>0, le
cercle de centre O(0]0) et de rayon & rencontre C, — pas demandé] et C, admetune AH.D.:y=0.
c) Dérivée et tableau des variations

~x(4In(x)+1)

si 0<x<l1
f'(x)= 2J=In(x) (cf. calcul des limites)
x—2 = .
vE ex s x>1
—x(4|n(x)+1)
——< ~=0A0<xx1
1
f'(x)=0c 2y~In(x) ol x=et= 1| |v]x=
x—2 L Je vl
v ex¥ =0Ax>1 0780
—x(41 1
M>O/\O<X<l
f'(x)>0< 2\=In(x) <:>[0<x<ijv(x>2)
x—2 = Je
—eX >0Ax>1
X
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Tableau des variations

X 0 % 1 2 +00
o)1+ o - - 0 n
f(x) [0/~ 2203 N\ 0 N\ 1-¥e~-03 ./ 0

d) Equation de la tangente a C, au point d'abscisse <

try=F G-+ @) ey=2(x-P+iely=ax-3

e) Représentation graphique
1]

M (2 12%)
_ocﬁ A(L]0) AHD.y=0
8(0:0)ec,

Pas demandé !

. {f(x) si. x>0

Posons : f(x)= 0 _ 0
si X =

f est donc le prolongement par continuité de f & gauche en 0.

Dérivablilité de f a droite en 0

— % 20
2oz —In(x 2,/-1
|im—f(x) f(O)=|irr1- —~In(x)|= lim ()="”1 n(x)="“”1 =0
x—0 X x—0 :»; x—0 H x-0 e x>0 2 —In(X)
—>+0 -~
—+0 —

C. admet une demi-tangente horizontale a droite en 0.
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2 X
2) a) Calculer la limite suivante : lim (Xz +;J 3P
X—>+00 X —_
b) Résoudre I’inéquation : —ezx_ln[Ej +5< "M@ 4P
c) Résoudre I’équation de variable x : sz In(t)dt=0 5P
d) Soit a > 0. Déterminer la primitive de la fonction f définie par f (x)=—; ! "
X2 +
qui s’annule pour x=a. 5P
Solution
4
2 x? y y 4 1
a) lim (Xz +1j = lim [y—”j = lim (1+ij = lim(1+t)° =lim| [(1+t) 1| | |(1+1)°|=
x—o+0| X —3 x;:y y—>+0 y_3 y—>+0 y_3 t:l t—0 t—0
&,3 —e -1
y:T+3
ou
2 x? 2 x§+1
(5] e
Limite de I'exposant
1
2x(x2 —3)—2x(x2 +1) 23
—X M X+l
tim []-|In (1) = im ()] lim ) — i —8x -
x—>+wg+,: $-3)| " xSt % H Xoohoo _3 oo —2(X2 —3)(X2 +1)
- —0 _Xv; X3
2 x
Par conséquent : lim (Xz %J :
X—>+o0 X —
b) (VxeR) c) (vxe]o;+o[)
el )
e 5 +5<—¢ " J': In(t)dt=0
& —3e? +5<-2¢" o [th(t)-t]7 =0 [(tin(t)-t)'=In(t)-t-1-1=In(1)]
& 3 -2 -5>0 < 2xIn(2x)-2x-xIn(x)+x=0
<:>(3ex—5) (ex+1) >0 < x(2In(2x)-In(x)-1)=0
>0 (VxeR)
o et >3 <:>v|n(4x2)=ln(ex)
a écarter
< x>In(3) o x=¢

S:]In(%);+oo[ s={¢
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1

T

4a

d) F(x)= f:% =§J % = [%arctan (i)] = Larctan (1)—21|arctan(2)| = |Larctan () -
=arctan(1)=

R

y*

3) Dans un repére orthonormé du plan, on considére I’ellipse d’équation —+b—2 =laveca>0etb>0.
a

a) En s’inspirant du calcul d’aire du disque par intégration, calculer I’aire de cette ellipse.

7P

b) Calculer le volume du solide de révolution engendré par la rotation de cette ellipse autour de I’axe

des abscisses.

Solution
2 2
a)X—+g2 =l y:iE\/az—x2 S,(0]b)
a a
aire(ellipse) ellipse
— 4A

= 4joa§\/a2 — x%dx

r a
= 42| L arcsin(2) +X—Vaz‘xz}

2
0

_ b 2 . a\/az—az 2 . 0 0\/a2—02
= 45| Zlarcsin (2)|+| 222 | - |Z-arcsin (2| +| 224
N —— — N — —
% 0 0 0
= |zab u.a.
Contrdle
2 1 X2 2 2 2 2
) a < 1 _a+a’ -x' —X
( arcsin (%) +* az—xz) = a \/a S =a’-x?

1_(1)2 2v/a® —x? 2v/a® - x°

a
N.B. Quand a =b, on retrouve la formule pour calculer l'aire d'un disque de rayon a.
ou

/—Qm
S;(—a|0) \q/ S,(a]0)
84(0 _b)

3P

41, x*dx =42 a cos’ dt—4ab +%cos 2t))dt =4ab| Lt+1sin(2t %:ﬁabu.a.
e (2t) (20)

Changement de varlable

x =asin(t) dx =acos(t)dt x=0=>t=0 X=a=>t=2

Va® —x* = Ja? —a’sin’ (t) =acos(t)| = acos(t) [carte[0;%]=> cos(t)>0
Va? —x*dx=acos(t)acos(t)dt=a”cos’(t)dt
b)V = Zﬂf a(g\/az —X? )2 dx = 27Z'b—z|:a2X—X—33:| C = 27 (a’~%)=|47ab’ uv.
0 a 0 a

N.B. Quand a =b, on retrouve la formule pour calculer le volume d'une boule de rayon a.
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Probléme V200 (15 P)

1) Remarques préliminaires :

e Tous les calculs de ce probleme sont a faire a I’aide de la calculatrice TI1-V200

e Les résultats seront approchés a 107 prés.

e Lamodélisation du probléme, la présentation d’une réponse stucturée et argumentée, la clarté des
raisonnements, la maitrise du vocabulaire et des notations mathématiques ainsi que la qualité de la
rédaction interviendront dans I’appréciation de la copie.

Voici la coupe longitudinale (« Langsschnitt ») de la moitié de I’intérieur de la tour de refroidissement
d’une centrale nucléaire. L’unité de la représentation est le metre.

oo Bk
4 12,00 (2 |4 |6 |8 10 {12 14 16 {18 20

| 138 136 134 132 130 128 126 124 122 -20 118 16 114 112 110 -8

Le volume de I’intérieur de la tour de refroidissement est obtenu par la rotation autour de I’axe des x de la
partie du plan délimitée par le graphe de la fonction f définie par f (x)=12- 1+ 2, les droites

576
d’équations x =-36, x =18 et I’axe des x.
1) Calculer le volume intérieur de cette tour et son périmétre intérieur de la base (rayon r, = A A).

2) La stabilité de la tour exige que I’on fixe a I’intérieur un grand anneau en acier s’appuyant contre la
paroi. Il doit étre monté & une certaine hauteur de maniére a ce qu’il partage la tour en deux parties de
méme volume. Calculer cette hauteur.

3) Pour dessiner le bord extérieur de la paroi en béton, un ingénieur propose la fonction g définie par

g(x) =14«w/1+% . Trouver un argument qui démontre que cette fonction ne pourra guere étre

retenue.
4) On décide de considérer comme fonction décrivant le bord extérieur de la paroi la fonction h définie

par h(x) =141+ 25"

a) Démontrer que I’épaisseur de la paroi diminue en allant de bas vers le haut de la tour.
b) Donner le volume de béton nécessaire pour construire la paroi de la tour.

5) Supposons qu’on veuille surveiller la base inférieure de la tour par une caméra fixée au centre de
I’orifice (« Offnung ») supérieur (rayon r, = B,B). Dans ce cas, il y a une zone de la base inférieure

qui n’est pas surveillée par cette caméra. Exprimer I’aire de cette zone (en pourcentage) par rapport a
I’aire totale de la base inférieure.




12137 =~ (135,93 m

121507 ~|38170,35m?

(f (x))2 dx

tre intérieur a la base de latour : 2-7-r,=2-7- f (-36)

18
gl
-36
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Vintérieur = h ~ 18’36 m

<|6v13|= f(—36), donc C; ne peut étre retenue.

1

2

14905
40

7

(f (x))2 dx

-36+h
36

érime
7 j
Or g(-36)

P

1) Volume intérieur de la tour : V, ...
2) Hauteur h (a partir du sol) a laquelle il faut fixer I’anneau, alors :
3) Si C, représentait la paroi extérieure, alors on devrait avoir (Vx e[—36;18]) 2 g(x)> f(x).

1B
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] I ] I ] I ] I ] ] 5 o I
] ] ] i ] i ] i ] i ] ] i
S A R St Y
1 | | i | i | i e | [ i
| | | i | i | i -I i | | i
1 | | i | | | | | | |9
RS RO VT PR B = =_i.
] ] ] I I ] I ] I ] ] I
] ] ] i i ] i ] i ] ] i
| | | i i | i | i | | o
I T N
| | | i | i | i | i | | i
| | | i | | i | i | | i
| | | | | | | | | | M |
R N v P M .
] ] ] i ] i ] i ] ] i
| | | i | i | i | | i
| | | i | i | i | | N
e e B e ot EE T s s T S e e S S =y o
] ] ] I ] I ] I ] ] I
] ] ] I ] I ] I ] ] o I
] ] ] i ] ] i ] i ] ] i
B e e e o S et el T e SR S o
| | | i | i | i | | i
| | | i | i | i | | i
1 | | | | | | | ! | |
R it B e e B e e i Lt E b S
] ] ] I ] I ] I ] ] I
] ] ] i ] i ] i ] ] i
| | | | | | | | | | w
Bt e e it naate Tl e e T e S
| | | i | i | i | | i
| | | i | i | i | | i
| | | | | | | | ' ' =
R Tt B e e e e e i b b Skt
| | | i | i | i | | i
| | | i | i | i | | i
| | | | | | | ! ! | [ I
B B R B e e Bt s Sl bt shab bl sl sl o
] ] ] I ] I ] I ] ] I
| ] ] I ] I ] I ] ] I
>n | | | | | | | | | Qo
t T T T T
= o o 0 W o W w S o o o
P TR < (R~ (R .} —l | i | | o~
| | | i | i | i | | i
i R e e A By S \\\4\\\4\\\#\\\#\\\*\\\\\-\\7
] ] ] i ] i ] i ] ] i
] ] ] i ] i ] i ] ] i
| | | i | i | i | ! i
it B Ry it S Sl i |t Sy St Sk St sk Sttt ol
| | | i | I i | i | | i
] ] I I ] I ] ] I
I ] ] I ] I ] ] F-o I
A R | T A S R R R
| | o | | i | | i
| | 1 | i | | i
| | C i | i | ! ©
-=a---A e e i Ak S Sk Sl o
] ] ] I ] I ] ] I
| | | | | | | | (=1
] ! ! i ! ! 1 1 -
-=a---A Rt St St e e
| | | i | i | | i
1 | | I | I | | ™~
| | | i | i ! ! ~_1
it By TTTTITTTITTOTTCCTTCCTCOCCTORCTS
] ] ] i ] i ] ] i
1 | | | | | | | =+
| | | i | i ! ! —_1
I | TTTTITTTITTTTTTTTTTTTTTOTTRTTS
| | | i | i | | i
1 | | I | I | | o
I I ] I I I ] ] ~
it By | ittt St i B e A
| | | i | i | | i
1 | | I | I | | w
| | | i | i ! ! =_1
I | i e e e e
] ] ] I ] I ] ] I
o
] ] ] i ] i ] ] i
O S TR SO SRV 1 JE N S N SUSNUS N NS RN 1. 5. I
i i T T T T T T L
| | | i | i | | i
o™
| | | i | i | | i
o __d___1_ Y S AU Y IR 1. - Y
[} [} ] I ] [l ] ] I
] ] ] i ] i ] ] i
I I I I I I I I =
S ST S A Y Y U U S Y SN N 1.3 N I
1 i I i i i I I L
| | | i | i | | i
] ] ] I ] I ] ] % I
T [l et ettt Tt Helit Bt
L o |
(]
1 I Y Y I A N . B
| | | i | i I I i
] ] ] I ] I ] ] I
] ] ] i ] i ] ] w i
R [ el et ettt Tt Bttt Bl
| | | i | i | | i
| | | i | i | | n i
R [ el et it Tt St Bt
] ] ] ] i ] i ] ] i
| | | | i | i | | M i
[ B | 1 doo_do_do_ L1152 ..
| | | | (= | i | [R—— i
| | | i | i [ | i | | i
I | i i i i i i i I I <L % i
T L L L 2L
"] ] | ] | ] | ] | ] ] |
| | | i | i | i | i | | i
| | | i | i | i | i | | w i
oA 44 A4 _l___i___1___152 .
| | | i | i | i | i | | i




definie sur R

X, ~ 39,60

2\/(x2+576)(3x2—30x+2123)

(le—lOS)\/Z(x2 +576)—16><\/3x2—30x+2123

16X+/3x2 — 30X + 2123 < x

& <0 et par suite e est décroissante.

—105v424
67936
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)

(0

2\/(x2 +576)(3x* 30 +2123)
=@

(21x—105),/2(x* +576) —16xv/3x —30x + 2123

0 < (21x-105),/2(x* +576)

sur [-36;18] par e(x)=h(x)— f (x). Pour montrer que I’épaisseur du mur diminue du bas vers le

haut de la tour, il suffit de montrer que e est décroissante.

(Yxe[-36;18]) :
s’annule en x,, e' garde un signe constant sur [-36;18]

Comme e' est continue sur [-36;18] et x - &(x) =

car x, >18.Or e'(0)

4) a) L’épaisseur CD du mur en fonction de I’abscisse x du point M est donnée par la fonction e définie
e'(x)

1B
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gl
-36

b) Volume du béton : V,,,,
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1B

5) Latangente a C, passant par B, coupe [AlAJ en E. La partie de la base non surveillée par la caméra

vidéo placée en B, est la couronne délimitée par les cercles de centre A et de rayons AE et A/A

respectivement.

Equation de la tangente & C, au point d'abscisse a de C,

576
2./a? +576

X+

2./a? +576

t.y="f'(a)(x-a)+f(a)ey=

576

2a? +576

B,(18]0)et, <0

)

Pourcentage de l'aire de la surface non surveillée

108
5

~(0,31%

0,00307...
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