Examen de fin d’études secondaires 2013 — Mathématiques Il (sections C et D) - Corrigé

Exercice 1

(3+3=6 points)

1) Démontrer que (Va,b € R} \ {1}), (Vx € ]0; +o]) :

log), (x)

logﬂ(x) = logb(a) )

(vx € R} = ]0; +]), soit : y = log,(x). Alors :
loga(x) =y

& x=qaY

© logy(x) = log,(a?)

© logy(x) = y - logy(a)

« logy(x) = logg(x) - logy(a)
logp(x)

(exp, est la bijection réciproque de log,)

(logarithme d’une puissance)

© log,(x) = {72725 (C3p.]
2) Calculer, en justifiant, la limite suivante :
3 1-2x
Jim (1-)
3 1-2x
x'l'l‘w (1 £} E) Posons :
—2.(-3t 1 3 3t
112( 3) e o xwm =3t X =
o z—!-m (1 & ?) & 4x 4
1 1,,% Six = 400, alorst = —oo0,
= lim (1 + —)
t——00 t
3t
- (142 (142
e t-o[neo + t : + ?
3
; 1 1 1 t1Z2
= lim (1+—) + lim (1+—)
t——co t t——00 t
3
=1:.e2
AT
= eVe ' 3p ]
Exercice 2 (6+6=12 points)
Résoudre dans R :

a) log3(2 — x) —loge(9 — x2) < logs (1/3)

Conditions d’existence :

* 2-x>02x<2®x€ED, =]-x;2]

e 9-x2>0B-x)3+x)>0®xeD, =]-3;3[
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Domaine :

D=D,nD,=]-3;2[ ]

(VvxeD):
log3(2 — x) — loge(9 — x2) < log3(V3)

In(2-x) In(®@-x2) In(V3)
In(3)  2In(3) In(3)

& 2In(2 - x) —In(9 — x2) < 2In(V3)
& (2 -2 < (V3)+In (9 -x?)
& In((2 —x)?) <In[3 - (9 — x?)]

[-2In(3) >0

e (2-x)P<3-(9-x?) (car In bij. 2)
©4—4x+x%2<27-3x2
©4x2-4x-23<0 () : 3
Résolvons :
4x2—4x—23=0 A=16—4-4-(-23) = 16 + 368 = 384 = (8V6)"
4-8V6 4 +8V6
oS x= ou x =
1 > 1 4
ox=--V6 oux==+V6
dis o
~—1,95 ~2,95 BLAN
Lip
it il | w it %4-43 +00.
) 4 4x 23 .'1 - 0 +
Donc:
1 1
S(;) = [3“435 E+‘JE]
En tenant compte des conditions d’existence, on obtient :
=t SR l_ : l i 1_ = e 'I
s=DnsSp=1-32[n[3-v6; 1 +vE|=[}-v6;2[ (7]
Résoudre dans R : _
§= 5 x 5
b) ———=
) 1-57% :
-X
Condition d’existence: A -5 ~F o <=2 X% 0 7 R~ {0}
1 =85> t>5 =5t~ >=rot<rore =]+t l0,5p |
Domaine :
p=torteef P = R~ {o\
(Vx€D).
Lo e v S S SRR e ol Lo E st 3 e s
1-5-*




© 5%+ 5% =5.(1-57%)
& 5% +5%=5-5.5%

&5 —-5+6-5%=0 |-5*#0
& (5%)%2-5.55+6=0 Posons:t=5%>0 | 25p |
&St2-5t+6=0 A=25-4.1-6=25-24=1=12
& .5 = 5#1
et= 2 out= S
oSt=2out=3 !1_”
&5=20ubs*=3
& 5% = 5logs(2) 5, 5% = 5logs(3)
& x = logs(2) ou x = logs(3)
———— ———
~0,43€D ~0,68€D
_ In@) _ In(3) s : _ (@)  n(3) )
ex= In(5) LE) In(5) S= {1085(2) ] logS(s)} v n(s) ’ lu(S)} ';__z_p
Exercice 3 (4+4+1+2+2+4=17 points)
Soit la fonction f définie par : , 2ol
b f(x) e ex_z
1)  Condition d’existence :
e*~2 # 0 toujours vrai car e*~2 > 0 (Vx € R)
Domaine :
dom f =R 05p
Limites et branches infinies :
Pour x - — Pour x = +
. 2x—x% , —oo lim f(x)
quluo f(x) e xl—lul—noo ex—2 ( ot ) T
= ) | = m ZE (2epy)
et 28 | T st 2 +00 77
2—2x -
f(x) 22' = xZ g n__m
o R e o aia)
x-(2-x) H —2 ("_2)
o Ny > R +oo
z_x “+w“ =0_ 1§P
T x!-iag‘oo ex—2 ( '6'+_ )
R 0sp |

La courbe C; de f admet une branche
parabolique (B.P.) (a gauche) suivant Ila
direction de I'axe des ordonnées (Oy). | 05p!
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La courbe C; de f admet une asymptote
horizontale (A.H.) (a droite) d’équation: y = 0.
05p |




(Vx € dom f' = ll)

e*2.(2-2x)—e*2.(2x — x2)

f'(x) = (e¥-2)2
e*2.(2—2x —2x +x2)
i (ex-2)2
x2—4x+2
T exa
|15
Comme e*~2 > 0 (Vx € R), la dérivée est du signe de x2 — 4x + 2.
Résolvons :
x—4x+2=0 A=16-4-1-2=8=(2V2)
4-2V2 4+2V2
Sx= ou x=
2 2
&x=2-v2 ou x=2+v2 [ |
L S S
~0,59 ~3,41
Tableau des variations :
L aeE lardE | we
+ 0 - 0 + el
2 max N min 2 195p.}
La fonction f admet un maximumen x = 2 — V2, égala: [05p
22-V2)-(2-vV2)? 4-2V2-(4-4V2+2) vz
f(2-v2) = = = — =2eV2. (V2 -1) = 341
La fonction f admet un minimumenx = 2 + ﬁ, égala: 0'-5?':
22+V2)- (2+V2)? 4+2V2-(4+4V2+2) 3
f(2+2) = ete = 7 =-2¢eV2.(V2+1) » -1,17
Intersection avec (0x) : Intersection avec (Qy) :
fx)=0 2:0—0%
Sl F e
2x — x2 = e
ez O
@2x—x2=0 ¢r 0 (0y) = {0}
Sx-2-=x)=0 ° avec 0(0;0) =0

@x=0oux=2

¢, n (0x) = {0; 4)

avec 0(0;£(0)) = 0(0;0)

et A(2;f(2)=4(20) Tip ]
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4)

5)

6)

| 2p

t3=y=f'(3): (x—3)+ f(3) avec:

2
JI=J' f(x)dx
0
PO ey L
-J; aih dx
2
=f (2x —x2)-e?>*dx
0

=[-e?™* . (2x — x?)]3 - IZ(Z —2x) - (—e**) dx
0

2
2p =0—0+j (2 —2x)-e**dx
0

2
=[-e?7*. (2 - 2x)]3 —f -2 (—e**) dx
: 0
=2+Zez—2f ¢ idx

0

=2+ 2e% - 2[-e?*]3
=2+ 2¢% - 2[-1 — (—e?)]
=2+ 2e% +2 - 2¢?

| =4u.a
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2-3-32 6—9 3 32-4.3+2 9—-12+2 1
f(a)zes_*:T:_; 23 f'(3)= gENE. T gse iin g
- D'ou
ik 1 3
wmy==t o9+ ()
1 3 3
By msoTn i
ﬁy:—--:--x
e Mo ; 2x _x
f( )_ x_z
[ EE :_1 f::
| osp |

IPP avec:
ux)=2x-x*=2u'(x)=2-2x

V'(x) = e?* = p(x) = —e?*

IPP avec:

u@x)=2-2x=>u'(x)=-2

V'(x) =e** = v(x) = —e?*

L 1p

L 1p |




Exercice 4

(4+3=7 points)

1) Soitla fonction f définiepar: f(x)=1—x—

In(x)
Vx

Déterminer le domaine de définition et étudier le comportement asymptotique de la fonction f.

Conditions d’existence :

e x>0 (il faut que In(x) existe)

e x>0 (il faut que Eexiste)

Domaine :

1

R,

[0,5p |

La courbe Cy de f admet une asymptote verticale (A.V.) d’équation : x = 0. I“-SP

EDIII’,I =9 :I:m
lim f(x)

x—+00

= lim (1-—x

X—400

)

("1—m—+—m" f.i.)

+00

lim (l—x—

]n(x))_ 3
=

lim f(—x)
X=+00 X

= lim (l =1 ln(x))

x-+00 \x xVx

=-1=a

(15p

Jim [ - ax)

o xl—l»‘-lpmrf(x) * x]

In(x)
=x‘-“1‘w(l' «z)

=1=ph

[ 0,5p |

car:

it In(x)

x-+m +fx

= Qt

La courbe C; de f admet une asymptote oblique (A.0.) (3 droite) d’équation: y = —x + 1 |05p
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Alternative :
Remarquer que :

f&) =1-x 22
=1-x+¢(x) avec ¢(x) = _lr:g) et xl.i,l..l.'ao (_ h:/(;)) = 0 (a démontrer!)

’:2..,'5p”i

La courbe C; de f admet une asymptote oblique (A.0.) (2 droite) d’équation: y = —x+1  |05p |

2) Soitlafonction g définiepar:  g(x) = (V2x)~

Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivabilité et I'expression de la dérivée de la
fonction f.

9(x) = (VZx)” = e*1n(VZ)

Condition d’existence :

Vx>0 2x>0 x>0

Domaine :

‘dom g =]0; +oo[ = R}
Vx € dom g’ = ]0; +o[ = R}, 05
4G = X0 . (z . In(VZ))

=(2x)" - (1 -In(VZx +x-\/%-(\/m'

=(~/®x-(1-ln( 2% +x-%-2—2-ﬁ_——;)

= (Vz)" - (n(vzx +x-2—1x)

= s/m"-(ln( 7% +%)

= @’-@m(z'xn%)

x In(2x) +1

- vz &

2,5p !
Exercice 5 (3+3=6 points)
Calculer les intégrales suivantes (valeur exacte et valeur approchée a 10™2 pres).
T
r
e (1 e x)z
a) L - dx b [+ tanG? ax
T
z
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e(1 — v)2 L
Sl P [%(1 + tan(x))? dx
4
- J’" 1- 2x3 + x2 e 1;.
"' & . = I(I + 2tan(x) + tan?(x)) dx
= I (2 -22+2) ax n
2
: : :
R ;
1 - f(1+tan (x))ax+zjtan(x)ax
1 2 4 g x
= e 3
[ 2xz+x+ln]J4:I]l n4
e 1 £
oy e g L Sl e —sin
Faaiiv1)-{-vzeg) [tan(x)]T +2-01 f DS(S)
b s 2 <1
sl Rarlal 3
~ 0,17 1% | =(1-(-1)- z[ln|cos(x)|]T
1o (2)-+(9)
=2-2:0
=2 | X
Ou bien remarquer que_f ztan(x) dx est
4
I'intégrale d’une fonction impaire sur l'intervalle
[—E;% et que par conséquent [*ztan(x) dx = 0
+
Exercice 6 (2+3=5 points)
2
On donne la fonction f définie sur R* par:  f(x) = sz.':—s
x3+x
: L a bx +c
1) Déterminera,b,c € Rtelsque (Vx ER"): f(x) = =
(vx € R*): S
4x2+2x+5_a+bx+c
¥+x  x x2+1
4x2+2x+5 a(x?+ 1)+ (bx+c)x
& =
x3+x x(x2 +1)
4x2+2x+5 ax®+a+bx?+cx
4x x3+x
a+b=4 =5 :
©4x?2+2x+5=(a+b)x*+cx+ae{ c=2 ab=- 2
a=>5 c=2 Sics
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Donc:

4x2+2x+5 5 —x+2

fO="F%7 Lnwet

2) Déterminer sur un intervalle I a préciser la primitive F de f qui prend la valeur (— 9 enx = —1.

PG = [ foax

4x% 4+ 2x+5
=f—3‘*—dx
x> +Xx

J’(x+—x+2
e
-x+2
I dx + fz+1
-—f d f ol +2f dx
e T T x2 41

1 2x
=51nlx|—if 2_'_1-1—2arctan(:n:)+k keR

1
= 5In|x| —Eln(xz +1)+2arctan(x) + k, k€R

Donc : F(x) = 5In|x| — %ln(xz +1) +2arctan(x) + k, k€ R

Comme (—1) € ]—o; 0, on calcule la primitive sur ]—oo; 0[ :
n
F(-1)= e

n

& 5In|-1| —§1n(1 + 1)+ 2arctan(-1) + k = —

%]

@0-2n@+2-(-5)+k=-%

1 T = it T
& -2In(2)-Z+k=-3

o k= §ln(2)

D'ou: F(x) = 5In(—x) — %]n(x2 + 1) + 2 arctan(x) + %ln(z)

Exercice 7

(150

(o3

sur ]—oo; 0[ .

(2+5=7 points)

On donne les fonctions f et g définies par : f(x) = In(x) et g(x) = (In(x))?.

1) Calculer les coordonnées des points d’intersections de la courbe Cr de f et de la courbe Cy de g,

puis étudier la position de C; par rapport a celle de C,

flx) =g(x) domf = domg = ]0; +o[ = R}

& In(x) = (In(x))?

& In(x) - (n(x))?=0
eh(x)(1-In(x))=0
&In(x)=0ou1-In(x)=0
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& In(x) = In(1) ou In(x) = In(e)
Sx=1loux=e

donc: €7 N €y = {4; B avec A(L; f(1)) = A(1; 0) et B(e: f(€)) = B(e; 1) E

Position de C¢ par rapport a Cqy:
f() 2 g(x) & In(x) (1-1n(x)) =0

Donc f(x) 2 g(x) « x € [1; €] etalors C; est au-dessus de C;. e

2) Calculer Faire de la partie du plan délimitée par les deux représentations graphiques (valeur exacte
et valeur approchée 2 1072 u. a. prés.

A= f (Fx) - g(x)) dx
13
=£mw—mmmu
= feln(x) dx — I e(ln(x))z dx
1 1

Ona:

fln(x) dx=xIn(x)—-x+k keR —=-

P |
et: '
2 dx IPP avec :

f i u(x) = (n(x))? = o' (x) = 22X
=x(ln(x))z—fﬂl;—(x—)‘x dx r@)=1=>vX) =x
= x(In(x))? - Zf!n(x) dx
= x(In(x))? = 2[xIn(x) = x] + k, ke R C2p
Donc:

= : dx — { 2d
A L In(x) dx L (In(x))* dx

= [xIn(x) — 2J§ - [x(n(x))? - 2[xIn(x) - 2]];

=[(e—e)=(0-1)]-[(e-2(e - e)) - (0-2(0 - 1))]

=1-(e—2)

=3—-e

=~ 0,28 u.a. 1p

10/10




