EXAMEN DE FIN D’ETUDES SECONDAIRES CLASSIQUES
Sessions 2023 — CORRIGE-BAREME ECRIT

Date : 22.09.23 Durée : 08:15 - 10:00
Discipline : Section(s) :
Mathématiques -
Mathématiques-Structures CD/ CD-4LANG
Question 1 (12 points)

P(2) = 2% + (1 + 2i)2® — (1 — 10i)z — 3 - (7 + 44)
Soit bi la racinc imaginairc pure dc P, avec b € R.

P(bi) =0 <= (bi)®+ (1 +26)(bi)> — (1 - 10i)bi — 21 — 12i = 0
= —b%—b%—20% —bi —10b—21 —12i =0
— (—b’-10b—21)+(—b3-2b2—b—12)i=0

(1)

-3 -202-b-12=0 (2

{—b2 —10b—-21=0

Résolvons (1) : A = (—10)2 — 4. (—1)- (—21) = 100 — 84 = 16

10+ 4
-2

b= < b=-7o0oub=-3

b= —3 est aussi une solution de (2), car —(—3)%3 —2-(=3)> - (-3) 12 =0.
Par conséquent z = —3i est une racine imaginaire pure de P.

Division par z + 3i :

1 142 —14106 —21—12
—3i =3  —3—-3i 21+ 12
T 1-% —A4+7 | 0

- Q(2)

Dol P(2) = (2 +33) (22 + (1 — i)z — 4+ 7i) = (2 +3i)

Q(z)=0 <= 22 +(1-i)z—4+7i=0
A=(1-i)%—-4.-(—4+7)

=1-2i-
=16 — 30¢

1416 —28i

Soit z + iy une racine carrée complexe de 16 — 30i avec z;y € R.

2-y*=16 (1)
2zy = —30 (2)
22+ = V162 + (=30)2 =34 (3)

(8)+(1):222=50 < z=50uz= -5
(8)—(1):2y°=18 <= y=3ouy=-3
De (2) on sait que z et y sont de signes contraires, ainsi les racines carrées complexes de 16 — 30i

sont 5 — 3i et —5 + 3i.

—(1—:)+5—3z=2_ietz2=

Les racines de Q sont : 23 =
Finalement S = {—3i;2 — i; —3 + 2i}

~(1-1)—5+3i

2

= -3+ 2i.
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Question 2

1. a) Ecrivons z; = —4v/3 + 4i sous forme trigonométrique :

21| = \/(—4f) +42=

con (pr) = =23 ‘f o
8 2 L0 = L okr (keZ)
4 1 6
sin (1) = 5 = 5
Donc z; = 8cis (5%)
Ecrivons zp = —V/2icis (%) sous forme trigonométrique :

=) - () () - (7 3 -

b) On en déduit :

_ 2_1 _ 8013(%!)
()" (v2eis (1))

((4+4)+10=18 points)

fm( )

= 4cis (—) (forme trigonométrique)

=2—2V3i (forme algébrique)

2.z2=2-(V2+ \/t_ii)4-( 1-i)®

Ecrivons 2’ = V2 + \/— 6i sous forme trigonométrique :

2 1
cos(<p’)=é‘—/——2_—_§
o =" 12%kn (keZ)
v6 V3
/ = e— e —
sin (¢') W
Donc 2’ = 2v/2cis (%)

Ecrivons 2" = —1 — i sous forme trigonométrique :

¢l = 1P+ (12 = v2
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cos(‘pll)=___]_-=_£
V2 2 n_ 9T
= =— 42k keZ
v e T ( )
Sm(‘P)=—2=——2—
om

Donc 2" = v/2cis (T)

D’ou

o (2\/§cis (g))4 (‘/5"‘5 (%))6

=2 (2\/5)4cis (4?77) . (\/i)scis(

- i (47, 1)

53T
— 910 .;
=2 c1s( 6)

5
— ol0_;
=2 018(6)

Les racines cinquiémes complexes de z sont de
la forme :

S 2%
2 =v/210¢is (% avec k € {0;1;2,3;4}

N—r

< T
z9 =4cis (6

¥

21 =4cis

N
8|8 g5

N
[y
e

z3 =4cis

24 =4cis

(%)
=i ()
(%)
(%)

(4,1
w (%)
8§ g
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Question 3

(4+10=14 points)

2mr+4y+(m—1)z =m-—2
—z+(Mm+2)y—2z =3
-my+z =2-m

Méthode de Cramer :

2m 4 m—1
A=|-1 m+2 =2
0 -m 1

=2m?2+4m+m? —m—4am? +4

=-m?+3m+4
=—-(m—4)(m+1)

Le systéme admet une solution unique <= m € R\ {—1;4}

2. [Sim=4]

'8z+4y+3z
{—z+6y—22

-4y +z
8z + 4y + 32
> < 52y — 13z
—4dy+z

'8x+4y+3z
> < 4y — 1z
0z

\

=2
=3
=-2
=2
=26
=2
=2
=2
=0

(£1)

(E2)|(E1) + 8- (E2)
(E3)

(&)

(E2)

(Es)|(E2) + 13 - (E3)
(E1)

(E2)

(E3)

Le systéme est simplement indéterminé. Posons y = A € R.

Onaalorsd\ —z=2 < z=-2+4\

et 8z +4A—-6+12 =2 << x=1-2)

Donc S = {(1 — 2X;1; -2 + 4)\)|A € R}.

Les équations du systéme sont celles de trois plans de ’espace qui se coupent suivant la droite

-2

passant par le point A (1;0; —2) et de vecteur directeur @ | 1

4
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(22 +4y—2: =-3 (By)
{ T+y—2z =3 (Ep)|(B1)—2-(Ep)
! v+z =3 (E3)
(22 +4y—2z =-3 (Er)
= { W42 =-9 (B)
; y+z =3 (E3)|(E2)—2-(E3)
(22 4+4y—22 =-3 (Ey)
= 2y+2z =-9 (Ep)
0z = —15 (E3) (équation impossible)

Le systéme est impossible. Donc S = 0.
Les équations du systéme sont celles de trois plans de 1'espace qui n’ont aucun point commun.

(E3) donne z = —10

r—8:tr:+4y— 5z
-z —2y—22

y+ 2
r—8:4:+4y—5z
20y + 112
{ 4y+z
}&+@—&
20y + 11z

6z

= —6 (El)

=3 (B)|(E1) -8 (Bn)
=6 (Bs)

=-6 (F)

= —30 (E2)|(E2) —5 - (E3)
=6 (Es)

=-30 (E»)

=—-60 (BEj3)

En remplagant dans (E3) : 20y + 11 - (—10) = —30 <= 20y =80 < y=4
Et dans (E;): -8r+4:4-5-(—10)=—6 <= —82=-72 < =9

Donc § = {(9;4;-10)}.

Les équations du systéme sont celles de trois plans de 'espace qui se coupent au point B (9; 4; —10).
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Question 4 (4+45+4+3=16 points)

M(z;y;2) € mp < W,E et E sont coplanaires

<> det (W,E,Xé) =0

z—3 1 -5
< |ly+2 2 —-4|=0
z—1 -2 3

— (2-3)-(6-8)—-(y+2)-(3—10)+(2—1)-(-4+10) =0
= —-2z+Ty+6z+14=0
(équation cartésicnne du plan )

-2
2. Soit@| 7 un vecteur normal au plan ;.
6
Commc la droitc d cst perpendiculaire au plan 7, le vecteur 7 cst aussi un vecteur directeur
de la droite d.

M(z;y;2) €d < DM est colinéaire & 7
< (GkeR): DM =k-@

z+2 -2
< (GkeR): y—16 | =k- 7
z2—8 6

On trouve un systéme d’équations paramétriques de d :
z =-2-2k (1)
d=Sy =16+7k (2) (keR)
z =8+6k (3)
Pour trouver un systéme d’équations cartésiennes, éliminons k :
1):k=-1- %z

Dans(2):y=16—7—ga: = Tz+2y—18=0

Dans(3):z=8—6—g:c = 3z+2-2=0

D’oll un systéme d’équations cartésiennes de d = { x+2y—18 =0

3r+2-2 =0
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3. Soit H le point de percée de d dans ;.

z=-2-2k (1)
H(z;y;2) €dNm < y= 167k 2)
z=8+ 6k (3)

2 +Ty+6z+14=0 (4)
(1),(2) et (3) dans (4) :
—2(=2—2k) +7(16 + Tk) + 6(8 + 6k) + 14 =0 <= 89k +178 =0 <= k = —2
En remplagant successivement dans (1), (2) et (3), on obtient z =2, y =2 et z = —4.
La droite d perce le plan m; au point H(2;2; —4).

-2
4. Le plan 73 comprend la droite d et le point E, donc le vecteur directeur i | 7 de la droite d
6
est aussi un vecteur directeur du plan 7. Un deuxiéme vecteur directeur du plan est le vecteur
0 0
#| 5 | colinéaire au vecteur ﬁ -15 |.
2 —6

M(z;y;2) € 13 < ﬁ},ﬁ et ¥ sont coplanaires
r =-2-2a
= (y =14+T7a+58 aveca,BER
z =2+6a+28
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