EXAMEN DE FIN D’ETUDES SECONDAIRES CLASSIQUES

& ‘ s oo o Sessions 2022
DISCIPLINE SECTION(S) EPREUVE ECRITE
Meihmitioues 1 o Date de I'épreuve : 02.06.22
Durée de I’épreuve : 08:15 - 10:10
Question 1 [11 points]

P(z) = 2% 4+ (=1 + 6i)2% + 5(1 + i)z + 50(—1 + ¢)
Soit bi la racine imaginaire pure de P, b € R. [0.5]
P(bi) =0 <= (bi)® + (=14 6i)(bi)%> + 5(1 + i)bi + 50(—1 + i) = 0

&= —b%i — (=1 + 6i)b* + 5bi — 5b — 50 + 50i = 0

e —b% + b? — 6b%i + 5bi — 5b — 50 + 50i = 0

<= (b% — 5b — 50) + (—b® — 6b% + 5b + 50)i = 0
b* — 5b— 50 =0 (1)
b —6b:+5b+50=0 (2)

1]
Résolvons (1) :  b% —5b—50 =0 A = 25+ 200 = 225
e 2R i i B (1]
b = —5 est aussi solution de (2), car —(—5)% — 6 (=5)% + 5 (—5) + 50 = 0.
b = 10 n'est pas solution de (2), car —10% — 6 - 10% + 5 - 10 + 50 = —1500 # 0.
z = —bi est donc la racine imaginaire pure de P. [1]
Schéma de Horner :
1 1464 5+ 5i —50 + 501
—5i —5i 5+ 5t 50 — 501
1 1+i  10+10i | 0
P(z) = (z + 5i) (22 + (=1 + i)z + 10 + 104) 2]

= -

Q)
Posons (Q(z) = 0.
A =(-141)2%-4-(10+10)
=1-2i—1-40—-40
= —40 — 42i
(1]
Soit a + bi une r.c.c. de A, (a;b) € R?
(a+ bi)2 = —40 — 42i

a2-bv2=-40 (1)
2ab = —42 (2)
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D'autre part : a® + b = /(—40)2 + (—42)% <= a® + b* =58 (3)

(D+@): 2a?=18¢<=a==3
(3)—(1): 202=98<=b=+7

De (2) on conclut que a et b sont de signes contraires.
Les rc.c. de A sontdonc 3 —T7¢ et —3 + Ti. 3]

Les racines de () sont :

3]:1;3_-@:2_41; et zzzﬁﬁ—):-l-}-iﬁ. [1]
2 2
S = {—5i;2 — 4i; —1 + 3i) [0.5]
Question 2 (au choix) [54+142+43=11 points]
(3 — 2i)v/3 — (6 + 9i)
1) 21 = = =
3v3—2v3i
~ (3-2i)v3— (6+9i)
- V3(3 — 2i)
_ . V3(6+9)
= 3(3 — 2i)
s 3V3(2 + 31)
- 3(3 — 2i)
= V3(2 + 3i)(3 + 24)
. 9+4
| _ V3(6+4i+9i —6)
. 13
_ . 13V
B 13
=1-—+/3i forme algébrique de z;
4]
Z] = 1-— \/ﬁl
-2(4- )
=2 cis (-3) forme trigonométrique de z;
(1]
2) 29=2+2i
— 23 (4§ + i)
=22 cis (%) forme trigonométrique de z,
(1]
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Z est donc un nombre imaginaire pur. [2]

4) —8i=8-(—-i) =8cis(-%)
Soit r cisy une racine cubique complexe de (—8i), avecr € R, et ¢ € R.
(r cis p)° = 8 cis (- )

<= ricis3p=8cis(-%)
=3
3p=-Z+2kr (keZ)

r=2
p=-3+k-¥& (keZ)
Les racines cubiques complexes de (—8i) sont données par
Y = 2 cis(—% + k- 2—.}) avec k € {0; 1;2}.
Ce sont :
yo = 2 cis (—§)
y1 =2cis ()

(3]
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Question 3 (au choix) [54(24+1+3)=11 points]

1) 2" + 724 72V3i = 0 <= 2* = —72 — 72/3i, donc z est une racine quatrieme complexe de
~72 — 72//3i.

~72 - 72V/3i = 144 . (—% E 2‘*:‘) — 144 cis (%ﬂ) [1]

47
Soit rcis «v une racine quatrieme complexe de 144 cis (_3 ) avecr € Ry et o € R.
. . (4m
(reis a)* = 144 cis (E)

4
> ricis 4a = 144 cis (—;)

rd = 144
— 4
da = g 2% (keZ)

{ r=43
—

=k
o 3 k 2 (keZ)

‘A7
Les racines quatriemes complexes de 144 cis (?) sont données par :

ze = 43 cis(g—i—k-g).aveckE{ﬂ;l;Z;S}. 2]
Ce sont :

2 =AxTcls g) =SB4 B

21 = 4+/3cis %’T = —6 + 2V/3i

23 = 41/3cis 4._# = —2/3 - 6i

23 = 41/3cis “~6—”) =6 — 2v/3i
S = {z0; 21; 22; 23}. 2]

2) z=/3-3v2-/3+3V2i.

Z =2°

oy e W
(\/3—5\/2_\/3‘!‘5 2!)

2

=3-3v2-2i\3-3-v2-\3+3-v2-3-}V2
= -3v2-2i,/9- 2.2
= —3v/2 - 3V2i
(2]
3)Z=—-3\/§—3\/§i=6-(—%2 Ygé)zﬁcis (—‘%”) [1]
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4) Z = 2%, donc z est une r.c.c. de Z.

Posons z = r cisa, avecr € R et a € R.

(r cisa)? = 6 cis (—S—ﬂ)

4
&= 1r? cis2a = 6 cis (—3;)
r =16
— 3
2a=—T+2im (keZ)
s 378
—
a:—%ﬂ+kr (keZ)

5
Les r.c.c. de Z sont donc : 2; = /6 cis (—Sg) et 2o = /6 cis (—g)

. : 3
Comme Re(z) > O et Im(z) < 0, on déduit : z = /6 cis (—E) = /6 cos (—%T)—H\/ﬁsin (-—g)

8
En identifiant les parties imaginaires, on conclut :

\/ﬁsin(—a—ﬂ) = —4/3+3

B
Sl =

<
=

L g

I
|
=
[ ] L
| |
=
Sl

w
P /l—‘\/—'\ i
®|§ oo §
S N St
%)
|
b3l
=

]

Question 4
(m—-1)z+2y+2=3
(S) mr+y+2z=m-+1
2x+(m—-1l)y+z=m
1) Soit M la matrice associée au systéme.
m— 1 2 1
det(M) =| m 1 2
2 m-—1 1

=(m-=1)(3-2m)—-m(-m+3)+6
=3m—-2m?-3+2m+m?2-3m+6
=-m?+2m+3

(m—-1)[1-2(m—-1)]-m[2— (m-1)]+2(4-1)

3]

[44-4=8 points]
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Le systéme admet une solution unique si et seulement si det (M) # 0.

det (M) =0 = -m?>+2m+3=0<m=-1V m=3.

Le systéme admet une solution unique si et seulement si m € R\ {—1;3}. [4]
2) Sim = 3, alors le systeme devient :

22+ 2y+2=3
3x+y+22=4
2+ 2y+2=3

224+ 2y+2=10
=
3z4+y+22=4
204+ 2(-3z—22+4)+2=0
=
y=-=-3z—2z+4
—4x — 3z = =5
e
y=-3z—2z+4
z=-3z+3
=
y=—3:r—2(—%:r+%)~r4
z=-3z+3
—
y:—%:zﬂ-ﬁ

Le systeme est simplement indéterminé.
Posons © = a, ot a € R.
- 1 2._4 5
5= {(0:;-.:;0 + 31 —3Q i ﬁ) /Q’ = ]R}
S={(-38+2;8;48-1)/B€R}
S= {(—%“f + 34y + %:w) /v € Tﬁl}
Les équations du systéme sont celles de trois plans de I'espace dont deux sont confondus et coupent
1
le troisieme suivant la droite d passant par le point A (0: % :;) et de vecteur directeur U | —

- [4]

1
3
4
3
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Question 5 [143+43+3=10 points]
1) A, B et C ne sont pas alignés ssi les vecteurs E et A_Ch ne sont pas colinéaires.
A, B et C sont alignés (3keR) AC=k-AB
1 -3
< (3keR)| 2 |=k-| 4
] =3
impossible, donc A, B et (' ne sont pas alignés et définissent un plan. (1]

2) M(z;y;2) Em < m, AB et ﬁ sont coplanaires

= det(.m; ﬂ?); X(f') =0

z—1 -3 1
<~ |ly+3 4 2|=0
z—4 -3 -1

= (z-1)-(-4+6)—(y+3)-3+3)+(2—4)-(-6—-4)=0
— 2(x-1)—-6(y+3)—10(z—4)=0
22— 6y—1024+20=0

—z-3y—5z+10=0 équation cartésienne du plan 7
(3]
1
3) d est perpendiculaire a m ssi le vecteur 7 | =3 |, normal 3 7, est un vecteur directeur de d.
-5

M(z;y;2) €ed < Dﬂ et 7 sont colinéaires

(GkeR) DM =k 7
:c—l__y+8_z+7
1 =8 =5
! -3(z-1)=y+8
—5(z—1)=2+7

3x+y+56=0 4 - : oy
—— systéme d'équations cartésiennes de d

bx+z+2=0
3]

4) Soit I le point de percée de d dans .
(32 +y+5=0
I(z;y;2) €EdNm <= bx+2+2=0
| £—3y—52+10=0
~3z -5 (1)
= -5z —2 (2)
z—3y—5z+10=0 (3)

f
¥
z

.
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Remplacons (1) et (2) dans (3) :
z-3(-3z—-5) - 5(-5z—2)+10=10
= z+9%+15+252+104+10=0

= z=-1
Dans (1) : y=-3:(-1)-b<=y=-2
Dans (2) : z=-5:-(-1)-2<2=3
La droite d perce le plan 7 au point I(—1; —2;3). 3]
Question 6 [243+3=8 points]

On tire sans ordre 5 cartes parmi 32.
1) On tire 2 coeurs parmi 8 et 3 cartes parmi les 32 — 8 = 24 autres cartes.
C3-C3, = 56 672.
Il'y a 56 672 mains contenant exactement 2 coeurs. 2]

2) |l faut distinguer 2 cas :
= sil'on tire la dame de coeur, on tire encore :
1 coeur parmi 7 (sans la dame de coeur)
1 dame parmi 3 (sans la dame de coeur)
2 cartes parmi les 32 — 7 — 3 — 1 = 21 cartes ni dame ni coeur.
= si ['on ne tire pas la dame de coeur, on tire :
2 coeurs parmi 7 (sans la dame de coeur)
2 dames parmi 3 (sans la dame de coeur)
1 carte parmi les 21 cartes ni dame ni coeur.
1-C}-C3-C3 +C%-C3-C}, = 4410 + 1323 = 5733

Il y a 5733 mains contenant exactement deux coeurs et deux dames. [3]

3) On choisit une couleur parmi 4, puis 2 cartes parmi 8 de cette couleur, une autre couleur parmi 3 et

puis 3 cartes parmi 8 de cette couleur,
C; C3-C}-C3=18816
Il y a 18 816 mains contenant deux cartes d'une couleur et trois cartes d'une méme autre couleur.

(3]

Question 7 [14+4=5 points]
1) Le taux de positivité étant de 12 %, il y a 120 tests positifs sur les 1000 tests analysés.
Par conséquent, il y a 1000 — 120 = 880 tests négatifs dans cet échantillon. [1]
2) On tire simultanément, donc sans ordre, 5 tests parmi 1000, donc il y a Cyy cas possibles,
(a) Evénement A : les 5 tests sont négatifs.

On tire les 5 tests parmi les 880 tests négatifs; il y a C'2g, cas favorables.

<&
P(A) = :jﬂ ~ 0,527  (52,7%) 2]
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(b) Evénement B : deux tests au moins sont positifs.
Evénement contraire B : aucun test n'est positif (événement A) ou exactement 1 test est
positif.
Dans le deuxieme cas, on tire 1 test parmi les 120 tests positifs et 4 tests parmi les 880 tests
négatifs; il y a alors C},, - Cdg, cas favorables.
P(B) =1-P(B)
B Cso + Cizo - Ciso
C?
“1000
=~ 0,112 (11,2%)

=1

2]
Question 8 [242+43=7 points]
On effectue des tirages avec ordre et sans remise de 3 boules parmi 12, donc il y a A}, cas possibles.
1) Evénement A : on tire 3 boules rouges parmi 5 ou 3 boules vertes parmi 7.
Nombre de cas favorables : A2 + A3
P(A) = % : % ~0,206  (20,5%) 2]

2) Evénement B : une boule au moins est verte.
Evénement contraire B : aucune boule n'est verte, donc on tire 3 boules parmi les 5 boules rouges;
il y a A3 cas favorables.

P(B)=1-P(B)=1- %?F = % ~ 0,955 (95,5%) (2]
12
3) Evénement C : exactement une boule tirée est verte.
On tire sans ordre 2 boules rouges parmi 5 et 1 boule verte parmi 7, puis on permute ces 3 boules,
donc il y a C? - C} - 3! cas favorables.

C2-C}-3 7
P(C)= 27— = — ~0,318 31,8 3
Alternative :
On tire avec ordre 2 boules rouges parmi 5 et 1 boule verte parmi 7, puis on choisit la place de la

boule verte parmi les 3 boules ...

9/9



